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О числе ребер в индуцированных подграфах
специального дистанционного графа
Ф.А. Пушняков
24.06.2015
Аннотация
В работе получены новые оценки числа ребер в индуцированных
подграфах специального дистанционного графа. Библиография: 21
название.
1 Введение
Рассмотрим последовательность графов Gn = Gn(Vn, En) = G(n, 3, 1), у
которых
Vn = {x = (x1, . . . , xn) | xi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n , x1 + . . .+ xn = 3},
En = {(x, y) | 〈x, y〉 = 1},
где через 〈x, y〉 обозначено скалярное произведение векторов x и y. Иными
словами, вершинами графа G(n, 3, 1) являются (0, 1)-векторы, скалярный
квадрат которых равен трем. И эти вершины соединены ребром тогда и
только тогда, когда скалярное произведение соответствующих веторов рав-
но единице. Данное определение можно переформулировать в комбинатор-
ных терминах. А именно, рассмотрим граф, вершинами которого являются
всевозможные трехэлементные подмножества множества Rn = {1, . . . , n},
причем ребро между такими вершинами проводится тогда и только тогда,
когда соответствующие трехэлементные подмножества имеют ровно один
общий элемент. Изучение данного графа обусловлено многими задачами
комбинаторной геометрии, экстремальной комбинаторики, теории кодиро-
вания: например, задачей Нелсона–Эрдёша–Хадвигера о раскраске метри-
ческого пространства (см. [1]–[12]), проблемой Борсука о разбиении мно-
жеств в пространствах на части меньшего диаметра (см. [1]–[3], [13]–[15]),
задачами о числах Рамсея (см. [16], [17]), задачами о кодах с одним запре-
щенным расстоянием (см. [18], [19]).
Напомним несколько свойств данного графа. Граф G(n, 3, 1) является
регулярным со степенью вершины dn = 3 · C2n−3. Очевидно, что |Vn| =
1
C3n ∼
n3
6
при n→∞. В силу регулярности рассматриваемого графа имеем
|En| =
dn·|Vn|
2 =
3
2 · C
2
n−3 · C
3
n ∼
n5
8 при n→∞.
Напомним, что независимым множеством графа называется такое под-
множество его вершин, что никакие две вершины подмножества не соеди-
нены ребром. Числом независимости α(G) называется наибольшая мощ-
ность независимого множества. Положим αn = α(G(n, 3, 1)). Результат тео-
ремы Ж. Надя (см. [17]) отвечает на вопрос о числе независимости графа
G(n, 3, 1). А именно, αn ∼ n при n → ∞. Более того, из доказательства
теоремы Ж. Надя можно сделать вывод о структуре независимого мно-
жества в рассматриваемом графе. Для описания этой структуры введем
дополнительные обозначения. Пусть W ⊆ Vn. Будем говорить, чтоW явля-
ется множеством вершин первого типа, если |W | ≥ 3 и существуют такие
i, j ∈ Rn, что для любой вершины w ∈W выполнено i, j ∈ w; далее,W явля-
ется множеством вершин второго типа, если |W | ≥ 2 и существуют такие
i, j, k, t ∈ Rn, что для любой вершины w ∈ W выполнено w ⊂ {i, j, k, t};
наконец, W является множеством вершин третьего типа, если для любых
w1, w2 ∈ W выполнено соотношение w1 ∩ w2 = ∅. Более того, носителем
множества вершин назовем объединение всех вершин данного множества.
Тогда имеет место следующее утверждение.
Утверждение 1 Любое независимое множество U ⊆ Vn можно пред-
ставить в виде объединения
U = (∪i∈IAi) ∪ (∪j∈JBj) ∪ (∪k∈KCk) ,
где Ai – множество вершин первого типа, Bj – множество вершин вто-
рого типа, Ck – множество вершин третьего типа, i ∈ I, j ∈ J , k ∈ K,
и носители всех упомянутых множеств попарно не пересекаются.
Мы не доказываем данное утверждение, так как оно мгновенно следует из
доказательства теоремы Ж. Надя (см. [17]).
Обозначим через r(W ) количество ребер графа G на множествеW ⊆ Vn.
Иными словами,
r(W ) = |{(x, y) ∈ E(G) | x ∈W, y ∈W}| .
Также положим
r(l(n)) = min
|W |=l(n), W⊆Vn
r(W ) .
Заметим, что если l(n) ≤ αn, то r(l(n)) = 0 и обсуждать нечего. Если же
l(n) > αn, то, очевидно, в любом W ⊆ Vn мощности l(n) непременно най-
дутся ребра. Возникает интересный вопрос об изучении величины r(l(n)).
В настоящей работе мы приведем практически полное исследование данной
величины. Нами доказана следующая теорема.
Теорема 1 Имеют место четыре случая:
2
1. Пусть функции f : N → N, g : N → N таковы, что выполнено n =
o(f) и g = o(n2) при n → ∞. Пусть функция l : N → N такова, что
для любого n ∈ N выполнена цепочка неравенств f(n) ≤ l(n) ≤ g(n).
Тогда r(l(n)) ∼ l(n)
2
2αn
при n→∞.
2. Пусть функция l : N → N такова, что существуют константы
C1, C2, с которыми для каждого n ∈ N выполнена цепочка нера-
венств C1 · n
2 ≤ f(n) ≤ C2 · n
2. Тогда r(l(n)) ∼ l(n)
2
2αn
при n→∞.
3. Пусть функции f : N → N, g : N → N таковы, что выполнено
n2 = o(f(n)) и g(n) = o(n3) при n → ∞. Пусть функция l : N → N
такова, что для каждого n ∈ N выполнено f(n) ≤ l(n) ≤ g(n).
Тогда существует такая функция h : N → N, что h(n) ∼ 5l(n)
2
αn
при n → ∞ и для каждого n ∈ N выполнена цепочка неравенств
l(n)2
αn
≤ r(l(n)) ≤ h(n).
4. Пусть функция l : N → N такова, что существует константа C,
с которой выполнена цепочка неравенств C · n3 ≤ l(n) ≤ C3n. Пусть
cn = 1 −
l(n)
C3n
. Тогда существует функция f : N → N, такая, что
f(n) ∼ n5
(
1
8 −
cn
4 +
c2n
72
)
при n→∞, и для каждого n ∈ N выполнено
r(l(n)) ≥ f(n).
Проанализируем формулировку данной теоремы. В первых двух случаях
мы нашли асимптотическое значение величины r(l) при n→∞. В третьем
случае мы нашли порядок величины r(l(n)). Четвертый случай исследован
не до конца, но оценка, полученная в нем, обладает тем свойством, что
r(l(n)) ∼ |En| при l(n) ∼ |Vn| и n→∞. В следующем разделе мы приведем
доказательство теоремы 1.
2 Доказательство теоремы 1
1 Доказательство пункта 1
Нижняя оценка известна и вытекает из классической теоремы Турана (см.,
например, [20], [21]). Для доказательства верхней оценки необходимо для
каждой функции l(n), удовлетворяющей условию пункта 1 теоремы, и для
каждого n построить пример множества Wn мощности l(n), для которо-
го величина r(Wn) оценивается сверху нужным образом. При этом можно
считать, что n достаточно велико.
Зафиксируем произвольную функцию l, удовлетворяющую условию пунк-
та 1 теоремы, и число n. Положим a(n) =
[
n2
l(n)
]
. Положим b(n) = [ln a(n)].
Положим x(n) = n −
[
n
b(n)
]
. Ясно, что x(n) ∼ n при n → ∞. Также по-
ложим y(n) =
[
2l(n)
x(n)
]
. Рассмотрим следующее подмножество множества
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Rn = {1, . . . , n}:
A1 = {1, . . . , x}.
Рассмотрим также следующее множество вершин:
Wn =
⋃
i∈A1
⋃
j∈{1,...,[ y2 ]}
{{x+ 2(j − 1) + 1, x+ 2(j − 1) + 2, i}}.
Найдем мощность множества Wn. Ясно, что
|Wn| = |A1| ·
[y
2
]
= x ·
[y
2
]
∼
xy
2
при n→∞. Найдем r(Wn). Обозначим через E(Wn) множество ребер графа
G(n, 3, 1) на множестве вершин Wn. Иными словами, E(Wn) = {(a, b) ∈
E(G)| a ∈Wn, b ∈Wn}.
Посчитаем мощность множества E(Wn). Ясно, что только вершины ви-
да {x + 2(j − 1) + 1, x + 2(j − 1) + 2, i} при фиксированном i ∈ A1 могут
образовывать ребро. Всего существует
[
y
2
]
· x · (
[
y
2
]
− 1) · 1
2
пар таких вер-
шин. Действительно,
[
y
2
]
·x способами можно выбрать одну вершину изWn,
(
[
y
2
]
−1) способами можно выбрать ей пару изWn, и, наконец, сомножитель
1
2 показывает нам, что каждую пару вершин мы посчитали два раза.
Таким образом, |E(Wn)| =
[
y
2
]
· x · (
[
y
2
]
− 1) · 12 . Подставим в полученное
выражение значения параметров:
|E(Wn)| ∼
xy2
8
=
x2y2
8n
·
n
x
∼
x2y2
8n
∼
l(n)2
2αn
.
Таким образом, искомая верхняя оценка получена.
2 Доказательство пункта 2
Нижняя оценка, как и в предыдущем пункте, известна и вытекает из клас-
сической теоремы Турана. Для доказательства верхней оценки необходимо
для каждой функции l(n), удовлетворяющей условию пункта 2 теоремы, и
для каждого n построить пример множества Wn мощности l(n), для кото-
рого величина r(Wn) оценивается сверху нужным образом. По-прежнему
можно считать, что n достаточно велико.
Зафиксируем произвольную функцию l, удовлетворяющую условию пунк-
та 2 теоремы, и число n. Положим cn = 4−
1
lnn , k =
[
n
4
]
. Положим
W1 =
[cnk]⋃
i=3
{{1, 2, i}},
W2 =
[cnk]⋃
i=3
[n−[cnk]2 ]⋃
j=1
{{i, [cnk] + 2(j − 1) + 1, [cnk] + 2(j − 1) + 2}}.
4
Обозначим Wn = W1 ⊔W2. Ясно, что
|Wn| = |W1|+ |W2| = [cnk]− 2 + ([cnk]− 2)
[
n− [cnk]
2
]
∼ cnk
n− cnk
2
∼
∼ cnk
(4− cn)k
2
=
cn(4− cn)k2
2
.
Как и раньше, обозначим через E(Wn) множество ребер графа G(n, 3, 1) на
множестве вершин Wn. Ясно, что
|E(Wn)| = ([cnk]−2)
[
n− [cnk]
2
]
+
1
2
([cnk]−2)
[
n− [cnk]
2
]([
n− [cnk]
2
]
− 1
)
∼
∼
cn (4− cn)
2
k3
8
=
c2n (4− cn)
2
k4
4
1
2cnk
∼
|Wn|2
2αn
.
Таким образом, утверждение пункта 2 доказано.
3 Доказательство пункта 3
Нижняя оценка вытекает из аналога теоремы Турана для дистанционных
графов (см., например, [20], [21]). Для доказательства верхней оценки необ-
ходимо для каждой функции l(n), удовлетворяющей условию пункта 3 тео-
ремы, и для каждого n построить пример множества Wn мощности l(n),
для которого величина r(Wn) оценивается сверху нужным образом. По-
прежнему можно считать, что n достаточно велико.
Зафиксируем произвольную функцию l, удовлетворяющую условию пунк-
та 3 теоремы, и число n. Положим k(n) =
[
l(n)
[n2 ]·[
n
4 ]
]
. Ясно, что k(n) = o(n),
при n→∞. Рассмотрим следующие подмножества множества Rn:
A1 =


{1, . . . , 2m} при n = 4m,
{1, . . . , 2m+ 1} при n = 4m+ 1,
{1, . . . , 2m+ 2} при n = 4m+ 2,
{1, . . . , 2m+ 3} при n = 4m+ 3,
A2 = Rn \A1.
Ясно, что |A1| ∼
n
2 , |A2| ∼
n
2 при n→∞. Также ясно, что число |A2| четно.
Положим a(n) = |A1|. Пусть σ ∈ Sn−a(n) – произвольная перестановка.
Назовем разбиением множества A2, отвечающем перестановке σ, следующее
множество:
Pσ = {(a(n) + σ(1), a(n) + σ(2)) , . . . , (a(n) + σ(n− a(n)− 1), a(n) + σ(n− a(n)))}.
Ясно, что можно выбрать k(n)+1 различных перестановок так, что никакая
пара элементов (x, y) ∈ A2 × A2 не будет принадлежать более чем одному
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разбиению. Иными словами, можно выбрать k(n)+1 попарно не пересекаю-
щихся разбиений. Обозначим их P1, . . . , Pk(n)+1. Тогда для i = 1, . . . , k(n)+1
положим
W (i) =
⋃
x∈A1, (y,z)∈Pi
{{x, y, z}}.
Пусть w(n) = |W (1)| = . . . = |W (k(n)+1)|. Тогда ясно, что w(n) = |A1|·|A2|2 ∼
n2
8 при n → ∞. Более того, ясно, что |E(W
(i))| = 12 · (
[
n
4
]
− 1) · w(n). Дей-
ствительно, каждая из w(n) вершинW (i) соединена ровно с
[
n
4
]
−1 другими
вершинами из W (i), а сомножитель 1
2
показывает, что каждое ребро было
посчитано два раза.
Выберем из множестваW (k(n)+1) ровно l(n)−k(n) ·
[
n
2
]
·
[
n
4
]
вершин про-
извольным образом. Обозначим получившееся подмножество вершин через
U . Ясно, что
|E(U)| ≤
1
2
· |U | ·
([n
4
]
− 1
)
≤
n3
64
.
Положим
Wn = U
⋃k(n)⋃
i=1
W (i)

 .
Тогда
|Wn| = l(n)− k(n) ·
[n
2
]
·
[n
4
]
+ k(n) · w(n) ∼ l(n) ∼ k(n)
n2
8
при n→∞. Посчитаем мощность множества E(Wn). Обозначим
E1 = {(x, y) ∈ E(Wn) | ∃ i 6= j, i, j ≤ k(n) : x ∈W
(i), y ∈W (j)},
E2 = {(x, y) ∈ E(Wn) | x ∈ U, y ∈Wn \ U}.
Тогда
|E(Wn)| =
k(n)∑
i=1
|E(W (i))|+ |E(U)|+ |E1|+ |E2|.
Найдем мощности множеств E1 и E2. Зафиксируем произвольную вершину
v ∈W (1). Обозначим
dn = |{y ∈Wn \
(
W (1) ∪ U
)
| (v, y) ∈ E(Wn)}|.
Докажем, что dn = (k(n)−1)
([
n
4
]
− 2 + 2 · (|A1| − 1)
)
. Действительно, пусть
v = {i, j, k}, i ∈ A1, j, k ∈ A2. Рассмотрим произвольную вершину u =
{x, y, z} ∈Wn \
(
W (1) ∪ U
)
, соединенную ребром с v. Тогда имеют место два
случая:
1. x = i и |{j, k} ∩ {y, z}| = 0. Cуществует (k(n)− 1)
([
n
4
]
− 2
)
вершин u,
удовлетворяющих данному условию. Действительно, k(n)−1 способа-
ми можно выбрать такое натуральное t, что u ∈ W (t), и еще
[
n
4
]
− 2
способами можно выбрать пару {y, z}.
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2. x 6= i и |{j, k}∩{y, z}| = 1. Cуществует 2 ·(k(n)− 1) ·(|A1| − 1) вершин
u, удовлетворяющих данному условию. Действительно, k(n) − 1 спо-
собами можно выбрать такое натуральное t, что u ∈ W (t), еще двумя
способами можно выбрать элемент, по которому пересекаются {j, k} и
{y, z}, и, наконец, |A1| − 1 способом можно выбрать элемент x.
Ясно, что dn ∼ k(n)
5n
4 при n → ∞. Тогда в силу регулярности подграфа
графа G(n, 3, 1), порожденного множеством вершин Wn \ U , имеем
|E1| =
1
2
· dn · |Wn \ U | ∼
5k(n)2n3
64
,
|E2| ≤
1
2
·dn·|U | ≤
1
2
·
[n
2
]
·
[n
4
]
·dn ≤
n2
16
·k(n)·
([n
4
]
− 2 + 2 · (|A1| − 1)
)
∼
5k(n)n3
64
при n→∞. Итого имеем
|E(Wn)| ∼
k(n)n3
64
+
5k(n)2n3
64
+ |E(U)|+ |E2| ∼
5k(n)2n3
64
∼
5l(n)2
αn
при n→∞. Таким образом, утверждение пункта 3 доказано.
4 Доказательство пункта 4
Зафиксируем произвольную функцию l, удовлетворяющую условию пункта
4 теоремы, и число n. Положим cn = 1 −
l(n)
C3n
. Рассмотрим произвольное
подмножество вершин W ⊆ Vn мощности l(n), положим W1 = Vn \ W .
Ясно, что |W1| = cnC3n. Обозначим через E(W1) множество ребер, концами
которых являются вершины из W1. Формально,
E(W1) = {(x, y) ∈ En | x, y ∈W1}.
Обозначим через E1 множество ребер, один конец которых принадлежит
множеству W , а другой — множеству W1:
E1 = {(x, y) ∈ En | x ∈W, y ∈W1}.
С учетом введенных обозначений мы имеем
E(W ) = En \ (E(W1) ⊔ E1).
Тогда ясно, что
|E(W )| = |En| − |E(W1)| − |E1|.
Оценим сверху величину |E(W1)|+|E1|. В силу регулярности графаG(n, 3, 1)
имеем
|E(W1)|+ |E1| ≤ dn · |W1|.
Действительно, каждое ребро из множеств E(W1)∪E1 имеет одним из своих
концов вершину из W1. Поэтому, этих ребер не больше, чем общее число
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ребер, содержащих вершины изW1. Данную оценку можно слегка уточнить.
Заметим, что при таком подсчете дважды были посчитаны ребра из E(W1).
Мощность данного множества можно оценить снизу с помощью теоремы
Турана:
|E(W1)| ≥
|W1|2
2αn
(1 + o(1)).
Тогда
|E(W1)|+ |E1| ≤ dn · |W1| −
|W1|2
2αn
(1 + o(1)).
В итоге, суммируя все вышесказанное, имеем:
r(l(n)) ≥ |E(W )| ≥
3
2
C2n−3C
3
n − dn · |W1|+
|W1|2
2αn
(1 + o(1)) =
=
3
2
C2n−3C
3
n − 3 · C
2
n−3 · |W1|+
|W1|2
2n
(1 + o(1)) ∼
∼
3
2
C2n−3C
3
n − 3 · C
2
n−3 ·
(
cnn
3
6
)
+
1
2n
(
cnn
3
6
)2
(1 + o(1)) ∼
∼ n5
(
1
8
−
cn
4
+
c2n
72
)
при n→∞.
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